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Kapitola 1

Druhy statistickych
vypoctov

1.1 Uvod

Nastup pocitacov silne ovplyvnil Statistiku a jej pristup k mnohym tlohdm.
Niektoré tlohy, ktoré boli predtym nerieSitelné, sa s pouzitim pocitacov stali
Tahkymi (mnohé vypocty kritickych hodnét, p-hodnot ¢i odhadov), k inym sa
zmenil pristup (postupny prechod od testovania pomocou kritickych hodnét na
testovanie s vyuzitim p-hodnot) a objavili sa aj celkom nové, bez pouzitia poci-
tacov nemyslitelné tlohy (bootstrap, data mining, simuldcie, iteracné vypocty
bez explicitnych vzorcov).

Spodiatku sa k Statistickym vypoctom pouzivali bezné programovacie jazyky
(Fortran, Cobol, PL/I, Pascal...) a kazdy uzivatel si potrebné metédy progra-
moval sdm, prip. vSeobecne pouzitelné vysledky boli publikované v ¢asopisoch a
knih4ch (najmé kritické hodnoty testov). Neskor sa objavili prvé Specializované
Statistické programy (SPSS, BMDP, neskor SAS) alebo kniznice podprogramov
(Naglib, Linpack,...). Napokon sa objavili §pecidlne simula¢né jazyky (GPSS,
Simscript, Simula, Covers,...). V neskorSom vyvoji kniznice podprogramov tak-
mer vymizli a boli nahradené Specializovanymi Statistickymi programovacimi
jazykmi (napr. Gauss, S+; ¢asto sa vyvinuli aj z velkych Statistickych balikov,
napr. SPSS, SAS), ¢im sa odstranila ich hlavnd slabina, totiz vstup a vystup

Dnesné situécia - programové vybavenie mozeme delit podla niekolkych hla-
disk:

e podla ucelu:
1. programy so §ir§im zameranim, ktoré poskytuju (rozne) silni pod-

poru $tatistickym metédam (napr. tabulkové procesory, Maple, Lin-
pack)



2. $pecializované Statistické programy (napr. SAS, S+)
e podla velkosti:

1. malé systémy (napr. Quickstat, Nlinreg)
2. laické systémy (napr. Statgraphics)
3. velké systémy (napr. SAS, Statistica)

e podla formy:

1. kniZznice podprogramov (napr. Eispack, Linpack, Naglib)
2. uzavreté systémy (napr. Statgraphics)

3. Statistické alebo simula¢né programovacie jazyky (napr. SPSS, SAS,
GLIM, PC-GUHA, Resampling Stats, Simula)

4. otvorené systémy (napr. SAS-IML, S+, R, Gauss)

Volba $tatistického softwaru nie je vzdy jednoduchd, lebo okrem charak-
teru tlohy zévisi aj od schopnosti uzivatela, potrebnej miery vSeobecnosti (¢i
program bude pouzity jednorazovo alebo opakovane, ktoré parametre pri opa-
kovanom pouzivani sa budd menit atd.) a v neposlednom rade aj od ceny
programového systému. Do tvahy treba zobrat aj numerickt stranku vypoctov,
kedZe rozne programy s rozne nachylné ku zlyhaniu vo vypoc¢tovo naroénych
situdciach (napr. jazyk APL, tabulkové procesory). Kazdy programovy systém
mé pritom uréitd optimalnu oblast pouzitia.

Z hladiska vypoctovych prostriedkov mdzeme rozligit zhruba 5 okruhov $ta-
tistickych tloh:

1. Standardné statistické spracovanie dat

2. Nestandardné Statistické spracovanie dét (nové metddy, ktoré este nie st
v komerénych programovych systémoch)

3. Vypocty tabulkovych hodnot (kritické hodnoty a p-hodnoty, obvykle nu-
merickd integracia)

4. Generovanie ndhodnych éisel a simuldcie (praca s empirickym rozdelenim,
napr. bootstrap)

5. Data mining (prieskumova analyza dat, automatické hromadné testovanie)

Tymito typmi tloh a zodpovedajicim programovym vybavenim sa budeme
zaoberat v nasledujucich kapitolach.



1.2 Standardné Statistické vypodéty

Ponuka programov pre oblast standardnych Statistickych metdd je velmi boha-
ta. Funkcie pre vypocet aspon zakladnych charakteristik vyberového stiiboru
pontkaji mnohé programy zamerané na pracu s datami, t.j. najmé rézne da-
tabazové systémy a systémy zamerané na numericki matematiku. Nie vSetky
st v8ak naozaj vhodné pre Statistické spracovanie dét (précnost, presnost atd.).
My sa zozndmime s charakteristikami niektorych z nich.

1.2.1 Programové systémy pre numerickii matematiku

Typickymi zastupcami st Mathematica a Maple. Poskytuji pomerne Sirokt
podporu statistickych metdd, ale iba v potencialnej forme. St to v podstate
programovacie jazyky - interprety, v ktorych si uzivatel prislusné metédy (od-
hady, testy) moze sdm naprogramovat. Ma pritom k dispozicii mnohé pokrocilé
funkcie (distribuéné a kvantilové funkcie zdkladnych rozdeleni, rieSenie sistav
rovnic, vypocet vlastnych ¢isel matice, funkcie poradia atd.). Niektoré systé-
my tejto kategérie pontkaju za priplatok aj baliky Statistickych procedar (na-
pr. Gauss), iné podporuji vymenu programov medzi uzivatelmi (napr. Maple,
Mathematica). To tejto kategérie patria aj kniznice podprogramov typu Naglib.
Spolocnym nedostatkom vsetkych programov tejto kategdrie je slabd podpora
editovania a prace s datami.

1.2.2 Tabulkové procesory

V stuicasnosti zostali na trhu prakticky iba dva: MS Excel a Lotus 1-2-3. Funké¢ne
st takmer zhodné. Kvoli lahkosti programovania s v stii¢asnosti velmi populér-
ne pri vyuke Statistiky a vela neStatistikov ich pouziva aj na bezné spracovanie
dat. Sucastou programov st aj moduly so zakladnymi Statistickymi procedu-
rami (t-testy, linedrna regresia...). Pre programovanie pontkaju distribu¢né a
kvantilové funkcie zédkladnych rozdeleni, funkcie poradia, maticové operéacie atd.
Na trhu je aj viacero doplnkovych (add-in) modulov s vi¢Sou ponukou Statis-
tickych metéd (napr. Analyze-It!, Xplore). Ich hlavnym problémom je rychlo
rastiica pracnost pri programovani zlozitejsSich metdd a zlé numerické vlastnosti
vstavanych Standardnych funkcii (napr. zlé hodnoty kvantilov pre urcité hod-
noty parametrov). Silnou strdnkou je naopak Tahkd editdcia a prenositelnost

.....

Lotus).

1.2.3 Malé statistické systémy

Existuje ich velmi vela. Casto ide o jednotiéelové programy, venované len jednej
Statistickej metéde (napr. Nlinreg). Typicky obsahuji niekolko najpouzivane-
jsich statistickych metdd (napr. QuickStat) s minimélnymi moznostami nasta-
vovania ¢i diagnostiky. St vhodné na rutinné spracovanie dat presne zodpove-
dajuicich prislusnému modelu. Ich najvac¢sim problémom obvykle byva praca s



ddtami (editovanie, vymena dat s ingymi programami, prenos dat medzi procedi-
rami). Pred zacatim pouZivania je tiez potrebné otestovat numerické vlastnosti
programu.

1.2.4 Laické systémy

Typickym zastupcom je Statgraphics. Ide o systémy s pomerne sirokou ponukou
standardnych Statistickych metdd, ale s minimalnou moznostou nastavovania.
Typickéd je aj pomoc s interpretaciou vysledkov. Niektoré systémy pontkaji
tiez pomoc s uréenim spravnej procediry pre spracovanie dat (napr. Prophet).
St teda urcené pre Iudi, ktori sa v Statistike prili§ nevyznaju, nekladt prilis
hlboké otazky, ale potrebuju Standardné spracovanie dat. Moznosti editovania
byvaji velmi dobré, numerické vlastnosti si roznej kvality. V pripade aj malej
odchylky dat od $tandardného modelu sa mozu stat nepouzitelné (napr. pri
chybajuicich datach).

1.2.5 Velké systémy

Typickymi predstavitelmi s SAS a SPSS (ale patri sem aj S+, GLIM...). Sa
to vlastne programovacie jazyky zamerané na manipuldciu s datami a ich Statis-
tické spracovanie. Jednotlivé prikazy st bud men4 Statistickych procedir alebo
prepinace sliziace na ich detailné nastavenie. Pontkaju velké mnozstvo moznos-
ti, obsahuji1 mnozstvo statistickych metdd vratane ich diagnostiky. Umoznuji
hibkové analyzy aj v menej Standardnych situaciach. Vyzaduja viak pouceného
uzivatela, ktory ma prehlad o Statistike. Numerické vlastnosti st obvykle velmi
dobré. Spravidla vyzaduju dlhsie zaskolenie, ale odmenou je vynikajici vykon.
St vhodné i pre davkové spracovanie dat, t.j. automatické spracovanie podla
vopred pripraveného programu.

1.3 Nestandardné Statistické vypocty

Mnozstvo statistickych metéd z réznych dovodov nie je obsiahnutych v Stan-
dardnych komercénych programovych systémoch. Predovsetkym ide o metody
nové, ktoré este nevnikli do povedomia uzivatelov, a teda po nich nie je dosta-
toény dopyt. Moéze ist aj o metddy vypoctovo a uzivatelsky narocné, ¢i prilis
zriedkavo potrebné. Casto ide o iteraéné metédy, metédy zalozené na rieseni
stustav nelinearnych rovnic a pod. Uzivatel, ktory ich potrebuje, stoji teda pred
tlohou ich naprogramovat. Neodporuc¢ame k tomuto téelu pouzit numericky
nestabilné prostredie (tabulkové kalkuldtory a pod.) Vzhladom k dolezitosti
editovania dat nie st1 vhodné ani numericky vynikajtce programy typu Maple.
Najvhodnejsie si teda otvorené Statistické systémy ako je S+ , R, Gauss (s do-
plnkami) ¢i SAS-IML. Tie zachovéavaju vSetky vyhody standardného prostredia
pre Statistické analyzy (editovanie dat, Statistické funkcie, maticové funkcie...)
a pritom dovoluji programovanie vlastnych procedur.



1.4 Vypodty tabulkovych hodnot

Ide predovsetkym o vypocet kritickych hodnot statistickych testov, v mensej
miere p-hodnét a dalsich veli¢in. Casto sa jednd o numerickii integraciu vo
vysokodimenzionalnych priestoroch, teda o numericky velmi néro¢né vypocty.
Pri tychto vypoctoch obvykle odpada potreba prostredia na editovanie dat,
ale st velké naroky na presnost vypoctov. Vhodné si teda systémy zamerané
na numerickd matematiku (Maple, Mathematica) alebo $pecializované kniznice
podprogramov (Linpack, Eispack, Naglib) spolu s prislusnym programovacim
jazykom. Samozrejme je potrebné mat prehlad o pouzivanych numerickych
metodach.

1.5 Generovanie nahodnych ¢isel a simulacie

Prakticky kazdy prekladac programovacieho jazyka mé dnes vstavany generator
ndhodnych éisel. Tie st dnes samozrejmou sucastou aj tabulkovych procesorov
i Statistickych programovych systémov (s vynimkou malych). Tieto generatory
st vSak roznej kvality a je potrebné ich pred pouzitim otestovat, ¢i maja dobré
vlastnosti vzhladom k téelu, na ktory ich chceme pouzit.To je velmi doélezité
najmi v pripade, Ze potrebny pocet generovanych ¢isel je velky (rddovo tisice
a viac). Nevhodny generdtor ndhodnych ¢isel moze totiz silne skreslit vysled-
ky simuldcie (napr. ak st ¢éisla korelované). Pretoze pri simuldcidch obvykle
nepotrebujeme datové editory, ale dost zalezi na rychlosti a presnosti generato-
ra, najlep$im prostredim st kniznice podprogramov (NAGLIB a pod.), systémy
pre numericki matematiku (Maple a pod.), vykonné Statistické systémy (S+ a
pod.) alebo $pecializované simulaéné jazyky (Simula, Covers). Podrobnejsie o
simulaciach pojedname v dalsich kapitolach.

1.6 Data mining

Ulohou data miningu je najst ,,zaujimavé“ skuto¢nosti v datach, o ktorych ne-
mame ziadny apriérny nazor. Niektoré jeho metédy sa uz udomacnili v univer-
zélnych Statistickych systémoch (napr. zhlukova analyza), iné zatial nie (napr.
GUHA, projection pursuit). Data mining sa obvykle robi na velmi rozsiahlych
stboroch dat; typicky st to databazy s desiatkami premennych a 100 000 a viac
zéznamami. Casto preto vyzaduje spolupracu viacerych programov: databézo-
vy program zbiera, triedi, kontroluje a pripadne transformuje data, Statisticky
program data zobrazuje (prip. to robi §pecializovany graficky program), robi
prieskumovi analyzu a/alebo automatické testovanie a upozoriuje uzivatela na
zaujimavé skutocnosti. Na niektoré metddy st najlepsie Specializované progra-
my (napr. PC-GUHA), na iné univerzéalne systémy (najmi S+). Data mining
vyzaduje velka rychlost a presnost vypoc¢tov a dobrtt dynamickia grafiku. Velké
naroky kladie i na dévtip vyskumnika.

V poslednych rokoch sa objavuju Specializované programy na data mining



(Clementine, Statistica Data Miner), ktoré dosahuju zaujimavé vysledky. Ich
nevyhodou vsak je, Ze st to ”¢ierne skrinky uzivatel nevie, ¢o vlastne program
robi. Laickému uzivatelovi to sice obvykle nevadi, ale pokrocilejsim uzivatelom
to brani v moznosti vidiet slabiny pouzitej metddy a pripadne neopakovat jej
postupy pri dalsom skiimani dat.



Kapitola 2

Niektoré praktické
vypoctové metody

2.1 Vypocet funkcii rozdelenia pravdepodobnos-
ti

Pre statistické vypocty st podstatné najmé hodnoty distribucnych funkcii a hod-

.....

definicia obvykle nebyva pouzitelna k priamemu vypocétu. My spomenieme iba
niektoré z nich; Gplny prehlad je nad nase asové a priestorové moznosti.

2.1.1 Normalne rozdelenie

1 - - x - x
o) = —=e%, 2(a) —_4 (1) dt, Do) = O/soa) dt
Zrejme plati:
o(—2) = p(a)
O(—x)=1—D(x)
B(a) = 3+ Bo()
Qo(—z) = —Po(x)

KedZze ®(z) nevieme vyjadrit v elementarnych funkciach, pouzivaju sa rozne
aproximécie pomocou radov ¢i refazovych zlomkov.
Pre malé x mozno pouzit vzorec



JJ3 JJ5 (E7
@ = —_— CERY N
o(e) = plo) (04 5 + 5 + g5z + )

.....

1 1 1-3 1-3-5 1-3-5-7
1—@(1)290(:6)(———4— - + —...), x> 0.

r a3 Z° 7 9
. . 2n—DI e . )
Pre zvySok r, tohto radu plati |r,| < ¢(x) (;HZ , ¢o umoznuje vybrat vhodné
n pre dané x, aby aproximacia bola dobra.
Casto sa tiez pouzivaji aproximécie

1 6 —16
‘bo(m) = 5 1-— <Z b1171> , x>0,
=0

kde pre konstanty b; plati
bo=1
b1 = 0.049 867 347
b = 0.021 141 006
bs = 0.003 277 626
by = 0.000 038 004
bs = 0.000 048 891
be = 0.000 005 383

(chyba je mensia ako 1.5-1077), resp.

kde pre konstanty a; plati

ao = +0.231 641 9
a1 = +0.319 381 5
az = —0.356 563 8
as = +1.781 478
as = —1.821 256
as = +1.330 274

(chyba je mensia ako 7-1077).

Pre vypocet kvantilovej funkcie sa Casto pouziva aproximacia

2 .
> awt

Ug = —W + 12307 , € (0;0.5) , w=+v-2Ina,
i=0

kde pre konstanty a; a b; plati
ag = 2.515 517 bp=1



a; = 0.802 853 by = 1.432 788
az = 0.010 328 bs = 0.189 269
bs = 0.001 308
(chyba je mensia ako 4.5 - 10~%). Pre iné hodnoty a sa vyuzije symetria kvan-
tilovej funkcie.
Presnejsiu aproximaciu dostaneme pomocou Taylorovho rozvoja kvantilovej
funkcie. Najprv vyratame prvotni aproximéciu z zo vztahu

i=0
z=w—F——, w=y-2In(l-a)ae(0.51),
i=0

kde pre konstanty a; a b; plati
ap=1673.72 bo = 659.935
a; = 494.877 b1 = 908.401
as = 7.473 95 by = 117.9407
by =1
Potom Taylorov polyném n-tého stupna pre u, méa tvar

=57

n) _ —ci(2)
Uy ' =2+ ; il
kdecy (z) = Laciyr (2) = i.2.¢; (2)+4Lc; (2). Jetedacy (2) = 2, c3 (2) = 22241,
c4 (2) = 62 + 7 atd. (Chyba je mensia ako 1.2 - 10716 pre n = 4.)

2.1.2 Iné rozdelenia

Odkazujeme citatela na Specializovant literatiru, najmé [13] a [1]. V blizkom
¢ase bude nové vydanie [1] k dispozicii na http://dlmf.nist.gov/.

2.2 Maticové vypocty

Maticovy pocet sa v Statistike silne vyuziva, preto poziadavky na maticové vy-
pocty st velké. Najcastejsimi ilohami sa rieSenie ststavy rovnic (Specidlnymi
pripadmi st vypocet inverznej ¢i pseudoinverznej matice) a vypocet vlastnych
¢isel a vektorov matice. Hoci takmer vSetky Statistické programy tieto metd-
dy maji implementované, predsa niekedy narazime na problémy. Najcastejsie
je to v situdcii, Ze matica ststavy je takmer singuldrna'. Na zistenie , miery
singularity“ matice sa pouzivaju koeficienty kolinearity, napr.

CNy (4) = |A] - |4~

, kde [ Af =max} ag] |

1V anglickej literattre ,ill-conditioned“=choré, ¢o je v nasej literature ¢asto otrocky (a
zle) prekladané ako ,zle podmienend*.


http://dlmf.nist.gov/

alebo
Amaz (AA7)

R =

.....

CN,; (A) > 1. Ak je matica takmer singuldrna, rozne programy - v zavislosti
od pouzitého algoritmu a programovacieho jazyka - mozu dat vyrazne odlisné
vysledky, niekedy aj nezmyselné. Takisto rozsah ststavy moze byt prekazkou
uspesného vypoctu (geodetické vypocty vyzaduju niekedy riesenie sustav s ré-
dovo 10° rovnicami). Najlepsim riesenim v podobnej situacii byva pouzitie $pe-
cializovaného podprogramu (Lapack, Linpack, Eispack...), ktorych algoritmy st
z numerického hladiska na vysokej Grovni.

Ak sme ntteni metddu si sami programovat, je potrebné vyuzit vSetky apri-
6rne informécie pre spravnu volbu algoritmu. Napr. bolo by chybou pouzit
vSeobecni metédu inverzie matice tam, kde vieme, Ze matica je pozitivne defi-
nitna. To je typické napr. pre regresny model.

V tejto Casti uvedieme principy troch najcastejsie potrebnych metéd mati-
cového poctu v matematickej statistike.

2.2.1 Inverzia symetrickej matice

Symetrickd maticu A obvykle rozkladdme na stéin trojuholnikovych matic:
A=5'S,
kde S je horna trojuholnikovd matica. Prvky matice S dostaneme rieSenim
danej sustavy rovnic. Potom invertujeme trojuholnikovi maticu S a dostaneme
At =519

Modifikaciou tohto postupu je Choleského metdda, pri ktorej A rozlozime

na sucin
A=C'DC,

kde C' je horna trojuholnikovéd matica s diagonalnymi prvkami rovnymi 1 a D
je diagonalna matica. Invertovanie matic C' a D je lahka tloha; potom

At =c'pD ().

Inverzia trojuholnikovej matice sa ¢asto rata rekurentne z rovnice CC~1 = I.

2.2.2 RieSenie symetrickej sustavy linearnych rovnic

Ststavu Az = b je mozné riesif pomocou inverznej matice, t.j. = = A71b.
Choleského metdda vsak pouziva iny pristup. Po rozlozeni

A=0CDC

10



riesi dve Tahsie stustavy
C'y=b a Cr=D71y,

ktoré st ekvivalentné povodnej stustave (kedze Az = C'DCx = C'DD~ 'y =
C'y =b).

Pri numerickom rieSeni je ddlezité skontrolovat presnost rieSenia. Ak ozna-
¢ime r = Az — b reziduum (priblizného) rieenia sustavy xg, mozeme spresnit
ziskané korene ¢ rieSenim sustavy Ad = r. Potom zrejme x = xg — d.

2.2.3 Vypocet g-inverznej matice

Najcastejsie je potrebné vypocitat Moore-Penroseovu g-inverziu danej matice
Amnxn. Ak oznac¢ime r hodnost matice A, potom matica AA’ méa prave r klad-
nych vlastnych ¢isel (kedze je pozitivne semidefinitnd) a jej spektralny rozklad

ma tvar A )
;o » 0 U,
a0 ve) (5 0) (0, )

V matici U, st teda vlastné vektory zodpovedajuce kladnym vlastnym cislam,
ktoré su v diagonédlnej matici A,. MP-inverzia je potom

At = AU AU
Dokaz. Kedze U = ( U, Up_r ) je ortogonalna matica, plati

/ /
&W+a%wh¢=mwzm=Uwz( 0wt u“”f).

U7/7177"U7“ Ur/nfrUm*T

Specialne, plati
U;Ur - IT 5 U;Umfr = Orxmfr .

Zrejme tiez

A O U/
AA = (U, Upe, )( 0 0 ) ( o’ > =UAU;
Je teda
AAU, =U A, a AAU,, ,=0,
z ¢oho dalej
UI

m—-r

A=0 a A= (UU. +Un U, _)A=UUA.

Potom plati:
matica AAY = AA'U, AU = U, A A U = U, U, je symetricka;
matica ATA = A'U, AU/ A je zrejme tiez symetricka.
VyuZivajic vztah pre AAT dalej dostdvame

AAYA=U,UA=A
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ATAAT = AUN'ULULUL = AUATLUL = AT

Matica AT m4 teda vsetky poZadované vlastnosti. m

Takisto sme mohli vyuzit spektralny rozklad matice A’A a definovat
AT =UN'ULA

(pozor: tu je iné U,.). Vyhodné je vybrat si na rozkladanie z dvojice A’A a AA’
ta, ktora ma mensiu dimenziu.

Podobna je metéda zalozena na SVD: ak A = SAY*T', §'S = T'T = I,,
potom A+ = TA; /25",

Vseobecnt g-inverznii matica mézeme z MP-inverzie dostat napr. pomocou
vztahu

A" = At + Q- ATAQAT A,

kde @ je lubovolna matica typu n x m.

Problematikou vypoctu vlastnych vektorov a vlastnych ¢isel sa nebudeme
zaoberat.

Problém urcenia hodnosti matice:
Podstata problému je v tom, Ze po transformadcii matice na hornu trojuhol-
nikovi byva tazké rozhodnut, ¢i diagonalne prvky, ktoré sa blizke k strojovej
presnosti, st naozaj nenulové alebo nenulové ¢islo vzniklo iba v désledku zaok-
rihlovacich chyb. Toto sa lahko riesi u idempotentnych matic, kde hodnost je
rovnd stope. Vyratame teda stopu a tu zaokrihlime na najblizsie prirodzené
¢islo. U vSeobecnej matice sa obvykle odporuca urcit hodnost ako pocet sin-

.....

Amaz (AA”) - rozmer(A) - €, kde ¢ je strojova presnost.
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Kapitola 3

Generovanie nahodnych
¢isel

3.1 Rovnomerné rozdelenie

Skutoc¢ne ndhodné ¢isla moze dat iba fyzikalny generator. Pri pocita¢ovom ge-
nerovani hovorime o pseudondhodnijch ¢islach: ide o deterministickd postupnost
¢isel, ktora vSsak mé& mnohé vlastnosti ndhodnej postupnosti.

Definicia 3.1.1 Konecni postupnost dekadickyjch ¢éislic, ktori je moZné po-
vaZovat za ndhodny vyber z R(0,...,9), budeme nazgvat ndhodné éislice (t.j.
P(X =14) =01,i=0,1,....,9). Konecni postupnost cisel z (0;1), ktord je
mozné povazoval za ndhodny vyber z R(0; 1), budeme nazyvat nahodné ¢isla.

Veta 3.1.2 Nech X1, Xo, ... je postupnost nezdvislyjch, rovnako rozdelengjch nd-
hodngjch wvelicin (NV) s R(0,...,9). Potom NVY = > X;107% md rozdele-

i=1
nie R(0;1). Naopak, ak'Y md rozdelenie R(0;1), kde Y = > X;107%, potom
i=1
X1, Xa, ... st nezdvislé NV s R(0, ...,9).

Dékaz. Vezmime y € (0;1), y = Y x;,107%. Potom

{Y<y}:U h{Xk:xk}ﬂ{Xi<xi} ,
=1 Lk=1
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z ¢oho vzhladom k disjunktnosti uvazovanych javov a nezavislosti veli¢in X
vyplyva

PlY <y|= ZP ﬂ{Xk—iEk}ﬂ{X <$z}]
=1 k=1

= z; U P(X
i=1

Je teda Fy (y) = y, ¢ize Y m4 rovnomerné rozdelenie na (0;1).
Naopak, vezmime dekadicku ¢&islicu z1. Potom pre Y ~ R (0;1) plati

P(X; < x) 210 ity 1071 =

PIX;=z]=P[107 2 <Y <107 (21 +1)] =107 (21 +1)-10" "2y = 107",

Veli¢ina X; mé teda rozdelenie R(0,...,9). Ak Xi,...,X,,_1 s nezavislé s
rozdelenim R(0,...,9), a x1, ..., 2, st dekadické ¢islice, potom

PXi=21,..Xp =2,] =P Zmo <Y<Zx110 +107"| = 107"
=1 =1

Podla indukéného predpokladu plati P [X; = 21, ..., X;y—1 = 1] = 107+,
z¢oho P[X, = x,] = 1071, Tedaaj X,, je nezavisla NV s rozdelenim R(0, ..., 9).
[

Generovanie ndhodnych ¢islic a ndhodnych ¢isel je teda ekvivalentné. Gene-
rovanie pomocou ¢islic je v8ak velmi pomalé a v praxi sa takmer nepouziva. Ak
méme k dispozicii ndhodny vyber z R(0;1), mozeme pomocou neho generovat
nahodné ¢isla aj z inych rozdeleni. O konkrétnych metédach pojedndme neskor.

Zékladnym problémom je teda generovanie ndhodnych ¢isel z R(0;1). Dnes
sa pouzivaju tri typy generatorov:

1. Linedrne rekurentné (kongruencéné) generatory.
Pri nich sa generuje najprv postupnost celych ¢isel z intervalu (0; m) po-
mocou rekurentného vztahu

Xo=a1Xp1+aX, o+ .. +arXn_r+b (mod m), n=k, k+1,..

kde a1,a9,...,ar,b a m st nezadporné celé ¢isla a Xg, X1,..., Xx—1 st po-
Ciatocné hodnoty. Potom definujeme

je teda U; € (0;1). Toto je postupnost pseudonadhodnyrch ¢isel. Statistické
vlastnosti zavisia na konstantach aq, ..., ar, b, m a zvolenych pociatocnych
hodnotach.
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2. Bitové rekurentné generatory.
Pri nich sa generuje postupnost bitov rekurentnym vztahom

B,=a1Bp_14+ B2+ ...+ aB,_ (mod 2), n=k, k+1,..

kde a, € {0,1} Vn = 1,...k—1, a, = 1, B, € {0,1} Vn. Potom
definujeme m-bitové pseudondhodné ¢islo

X; = i 2m_j+1Bri+j ,

j=1

kde © = m. Prirodzene, U; = X;27 ™1,
Do tejto kategérie patria aj (v praxi velmi pouzivané) posuvné registrové
generatory.

3. Nelinearne kongruencné generatory
Pri nich sa vyuZiva rekurentny vztah

X, =f(Xn-1) (mod m), n=1, 2,...

kde f je nejaké nelinearna celociselna funkcia.

Prikladom takejto funkcie je f(2) = az=t +b, z € {1,2,...,m — 1}, kde
a,b € N, m > 5 je prvocislo a z~! je prirodzené ¢&islo mensie ako m,
pre ktoré plati zz~! = 1 (mod m). Cislo 2! sa nazyva multiplikativna

inverzia z modulo m; z tedrie grip vyplyva jeho existencia i jednoznac¢nost.

3.1.1 Linearne rekurentné generatory
Najcastejsie sa pouzivaju jednoduché generatory typu
X, =aX,—1+b (mod m)

(zmieSané kongruencné generdtory). KedZze X; moze nadobudat iba hodnoty
0,1,...,m — 1, musi sa postupnost po koneénom pocte krokov, maximélne m,
zaCat opakovaf. Pocet krokov, po ktorych sa postupnost za¢ne opakovat, sa
nazyva perioda generdtora. Ak je periéda rovna m, hovorime o plnej peridde.

Tvrdenie 3.1.3 Nech b a m si nesidelitelné. Nech a =1 (mod p) pre kaZdy
prvocinitel p prvociselného rozkladu m. Nech a =1 (mod 4), ak m je ndsobok
4. Potom md generdtor X, = aX,,—1+b (mod m) plnid periodu m pre kazdé
Xo.

Niekedy sa pouzivaju iba multiplikativne generatory:

Tvrdenie 3.1.4 Nech a,m a Xo,m st nesidelitelné ¢isla. Nech prvociselny

K
rozklad m je m = 2% [] p?i, kde p1,...,p, su rozne nepdrne prvocisla. Polozme
i=1

A (p ) =(p —E)pﬁ’l, p nepdrne
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1 a=0,1

A2y ={ 2 a=2
2072 o> 2
Nech a™ # 1 (mod plﬁl) p7"60<n</\(piﬁi),i=1,...,r
1 (mod 2) a=1
a=1< 3 (mod 4) a=2

3 alebo 5 (mod 8) o >2

Potom je peridda generdtora X, = aX,—1 (mod m) mazimdlna a je rovnd

h(m) = NSN ()\ (27), A (p?I) Y (p,@r)) .

Multiplikativne generatory teda nemozu mat plnt periédu.
Aplikaciou predchadzajucich vSeobecnych viet na dolezité konkrétne pripady
dostaneme:

Déosledok 3.1.5 Nech a =1 (mod 4) a b= 1 (mod 2). Potom md generdtor
X, =aX,—1+b (mod 2%), a > 1, plni periddu pre kazdé Xy.

Nech a = 3 alebo 5 (mod 8). Potom md generdtor X,, = aX,,—1 (mod 2%),
a > 3, mazimdlnu periodu 2°~2 pre kazdé nepdrne Xo.

Dosledok 3.1.6 Nech a =1 (mod 20) a b=1,3,7 alebo 9 (mod 10). Potom
md generdtor X, =aX,—1+b (mod 105) , B> 2, plna periodu pre kazdé X.

Nech a = 3,13,27,37,53,67, 77,83, 117, 123, 133, 147, 163, 173, 187 alebo 197
(mod 200) a nech Xo = 1,3,7 alebo 9 (mod 10). Potom md generdtor X, =
aXn_1 (mod lOﬁ) . B> 3, mazimdlnu periddu 5 - 10772,

Vidime, Ze pre kvalitny generdtor je dobré mat hodnoty m velmi velké.

3.1.2 Serialna korelacia

KedZe hodnoty pseudondhodnych ¢isel vznikaja rekurentne, st nutne korelo-
vané. Hovorime o seridlnej koreldcii. Ak mame generator X,, = aX,_1 + b
(mod m) s plnou periédou, potom pre korelaény koeficient dvoch susednych
¢isel plati .

anthn = E N

Je teda ziadice mat aj hodnotu a dost velka.

Keby sme mali ndhodné veli¢iny X, Y nezédvislé s rozdelenim R(0,...,m — 1),
usporiadana dvojica (X,Y) by mala rovnomerné rozdelenie na m? moznych
hodnotéch (i,7), 4 =1,...,m, j = 1,...,m. Pri kongruenénom generatore vSak
pary (X, -1, X,) nadobudaji iba m réznych hodnot (ak mé plnt periédu), ¢ize
m(m — 1) pérov nemdze byt vygenerovanych. Graf takychto dvojic vytvara
rovnobezné ,priamky“ v §tvorci (0;m — 1) x (0;m — 1).
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Pary peeudonahodrych disel

154 ¢ : . *

Niekedy potrebujeme aj seridlne korelacie vyssich radov. Vtedy definujeme
pr =cort (X,—k, X)), k=1,2,...

Zévislost po sebe iducich pseudondhodnych ¢isel v8ak byva najvicsim problé-
mom. Preto niekedy pouzivame kombinované generdtory, ktoré v sebe kom-
binuji niekolko roznych generatorov s cielom oslabit zavislost po sebe idtcich
¢isel. Pouzivaju sa dve zéakladné metédy kombinovania generatorov: miesanie a
sumacia. Napr.:

e Nech {X,} ~ R(0;1) a {Y,} ~ R(0,...,k—1). Urobime k-miestnu ta-
bulku a vlozime do nej poc¢iatoéné hodnoty Xg, X1, ..., Xx_1. Postupnost
{Z,} vytvarame takto:

1) generujeme Yj, polozime Z; = Xy,, potom generujeme X a ddme ho
do bunky Yj.

m) generujeme Y,,, polozime Z,, = Xy, , potom generujeme Xy, a
dame ho do bunky Y,,.

e Nech {X,@} ~ R(0;1),4=0,1,...,k — 1 st rozne generdtory a {Y,} ~

R(0,....,k—1). V kazdom kroku generujeme najprv Y;, a potom za Z;
vezmeme ¢islo vygenerované generatorom ¢. Y;.

e Nech {X,Sl)} , {X,SQ)} ~ R (0;1) st dva rozne generatory. Potom definu-
jeme Z, = X\ + x P (mod 1).
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Alternativa: ak {Yél)} ~ R(0,....,m; —1) a {Y,§2)} ~ R(0,...,mqy — 1),

y y® yMe1 | v®

potom definujeme Z,, = 2 2~ (mod 1) resp. Z, = —=—-
(mod 1) (v druhom pripade dostdvame ¢isla z (0;1) a nie z (0;1)).

Priklady niektorych konkrétnych kongruenénych generatorov:
e X, =65539X,_1 (mod 231) , X0 neparne

e X, =8192X,_; (mod 67 099 547)

o X, =24298X, 1+9991 (mod 199 017)

o X, =5%t1X, | (mod 2%)

o X, =T74*tX, 1 (mod 10%)

e X1 =X,-1+X,,—2 (mod 3137)

Cvicenie: pokuste sa najst periédu tychto generatorov!

3.1.3 Bitové rekurentné generatory

Myslienka generovat radsej bindrne ako desiatkové ¢isla vznikla z pozorovania,
ze rekurentné vztahy medzi bindrnymi ¢islami sa na pocita¢och daji hardwarovo
implementovat pomocou posuvného registra so spitnou viizbou. To vyrazne
urychli proces generovania.

Definicia 3.1.7 Nech f(z) je polynom nad telesom F taky, ze f(0) # 0. Ak
jeho wvedici koeficient je 1, nazgyvame ho monicky polynom. Potom najmensie
prirodzen€ c¢islo n také, Ze f deli ™ — 1, sa nazyva rad polynomu f a oznacuje

ord(f).

Definicia 3.1.8 Nech m je prvocislo. Polynom f stupria r nad Galoisovym
telesom rddu m sa nazyva primitivny polynom, ak je monicky a ord(f) = m"—1.

Tvrdenie 3.1.9 Nutnd a postacujica podmienka k tomu, aby linedrny kongru-
encény generdtor

Xp=a1Xpn-1+aXn o+ ..+apXn_p (mod m), n==k, k+1,..
mal plni periddu m* — 1, je, Ze pre jeho charakteristicky polynom
2

f(z) = 2 —apab Tt — Tt — L —ay

musi platit ap, # 0 (mod m) a f € §y, [x] musi byt primitivny polynom nad
Galoisovym telesom .
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Ak toto uplatnime pre Specialny pripad Galoisovho telesa §2, dostédvame
rekurentny generator pseudondhodnych bitov B, tvaru

B, =a1B,-1+asB,_o+ ...+ arB,—k (mod 2), n=k, k+1,..,

kde koeficienty a; s takisto bitové veli¢iny (ar = 1). Ak je jeho charakteristicky
polyném
fx)=1—-a1x — ... — apa®

je primitivny nad F2, méa generator plnt periédu 2¥ — 1. Néjdenie primitivneho
polynému v bindrnom pripade je pomerne Tahké; boli publikované rézne ich
tabulky (napr. http://www.commsys.isy.liu.se/en/staff/mikael /polynomials/).
Ak ma generator plnia periédu, kazda koneéna binarna postupnost dlzky n < k
sa v iom opakuje 28~ "-kréat (postupnost n ntl 28~ — 1-krat). Pseudonahodné
¢islo z intervalu (0; 1) sa potom definuje vztahom

Xi = i2_jBir—j ;
=1

kde m < k, m < r a r je ¢islo nestudelitelné s 2k _ 1. Pritom index ir —
j sa berie modulo 2¥ — 1. Takéto generatory sa daji hardwarovo realizovaft
pomocou posuvného registra so spiatnou vizbou; preto sa im hovori tiez posuvné
registrové generatory (FSR-generédtory). Z praktickych dévodov sa pouzivaji
najmé primitivne trinémy tvaru

fl@)=1+2"+a*,
s < k, ktoré zodpovedaju generatorom tvaru
B, = B,—s+ By (mod 2)
(indexy st brané modulo 2¥ —1). Ak x; = B;._1Bj,_2...Bir_,, je binarny tvar
¢isla X;, potom pre generované c¢isla plati
Xi =Xj—s D Xi—k,

kde & oznacuje (bitovil) vylucujicu disjunkciu (xor). Pre ich vypocet teda nie

je potrebné nasobenie. NavySe mozeme pracovat priamo so slovami v registroch.
Pri praci priamo v registroch sa opét vynorila otdzka ¢i sa vSetky bity gene-

rovanych cisel spravaju rovnako. To nas vedie k nasledujicej definicii:

Definicia 3.1.10 Postupnost pseudondhodnijch m-bitovijch celijch ¢isel x; s pe-
riodou p sa nazyva t-rovnomernd s v-bitovou presnostou, ak plati nasledujice
turdenie: Nech trunc,(X) oznacuje bindrne &islo tvorené vedicimi v bitmi cisla
X a wvazujme p tv-bitovych vektorov

(trunc, (x;), trunc, (X;+1), - . ., trunc, (x;44-1)) , 0 <i <p.

Potom kazdd z 22 mozniyjch kombindcii bitov sa v rdmci jednej periody vyskytuje
rovnaky pocet krdt, s vynimkou kombindcie tvorenej samymi nulams, ktord md
podetnost o 1 mensiu. Pre kaZdé v =1,2,...,m bude t(v) oznacoval mazimdine
cislo také, Ze wvaZovand postupnost je t(v)-rovnomernd s v-bitovou presnostou.
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Hlavnou nevyhodou tychto generatorov je potreba pracovat s rozsirenou
presnostou, ak chceme zvysit dlzku periédy generatora. Tento nedostatok od-
straiuji zovseobecnené posuvné registrové generdtory (GFSR-generatory), kde
sa pseudondhodné ¢islo z intervalu (0; 1) definuje vztahom

m—1

X;=> 277'Biy, .
j=
Bindrny tvar tohto ¢isla je zrejme x; = B;B; p...B;_p(m—1), kde p sa nazyva
oneskorenie. 7 povodnej postupnosti bitov teda vyberdme tie, ktoré st od
seba vzdialené prave p krokov, takze kazda postupnost x;,x},, ...,X;,,_; nema

spoloéné bity Vp < 2¥/m. Ak pouzijeme primitivny triném, dostaneme vztahy

Bi—jp = Bi—jp—s + Bi—jp- (mod 2)

X; =X, & Xy

Pre kazdi hodnotu oneskorenia p vSak dostaneme iny cyklus 2¥ — 1 é&isel a
takyto generdtor sa da lahko implementovat aj pre k vyrazne viicsie ako je
dlzka slova m pocitaca. Napr. na 32-bitovych poéitacoch sa pouziva generator
s primitivnym trinémom f(z) = 1 + 232 4+ 2°?!. Nevyhodou je pomerne zlozit4
inicializacia tychto generatorov, kedze pociatocnd postupnost bitov musi mat
dizku k+p(m— 1) a navyse volba pociatoénej postupnosti By, . . . s Blyp(m—1)—1
dost ovplyviiuje rézne aspekty ndhodnosti generovanych éisel. Dalsie technické
detaily je mozné najst napr. v [5].

Testovanim sa neskor zistilo, Ze primitivne trinémy nemaju prili§ dobré vlast-
nosti z hladiska ndhodnosti, je teda vhodnejsie pouzivat primitivne polynémy s
vacsim poctom cElenov. Tuto nevyhodu GFSR-generatorov, spolu s problematic-
kou inicializdciou, odstraiuji pokrivené GFSR-generatory (twisted — TGFSR-
generdtory). Su zaloZené na vzfahu

X; =Xi—s D XA,

kde A je nejakd bitova matica typu m x m a ¢isla x; berieme ako riadkové

vektory. Pri vhodnej volbe k,m a A dosahuje takyto generdtor maximélnu
periédu 2% — 1.

Tvrdenie 3.1.11 Nech s < k su prirodzené cisla, A je m X m matica a X riad-
kovy m—wvektor nad F2 a pa(t) je charakteristicky polyndm matice A. Perioda
generdatora
Xp = Xp—s + Xp—kA (mod 2), n=kk+1,...

s nenulovou pociatocnou postupnostou (X, X1, ...,Xk_1) je 2™*~1 prdve vtedy,
ked oA (1% + t°) je primitivny polynom stupria mk nad Fo. V tom pripade jed-
notlivé bity postupnosti xXg,X1,... vytvdraji bindrnu rekurentni postupnost s
mazimdlnou periodou.

KedZe charakteristicky polyném TGFSR-generatora mé obvykle vela nenu-
lovych ¢lenov, ma velmi dobré vlastnosti z hladiska ndhodnosti i rovnomernosti
generovanych ¢isel. Podrobnosti mozno najst v élankoch [10], [11], a [12].
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3.1.4 Nelinearne generatory

Pseudondhodné ¢islo z Galoisovho telesa §,, = {0,1,...,m — 1} je generované
vztahom

X, =f(Xp_1) (mod m), n=1,2,...

Pseudondhodné ¢islo z intervalu (0; 1) je potom

Dva najpouzivanejsie druhy st kvadratické generatory a invertujice generatory.

Tvrdenie 3.1.12 Nech p je prvocislo, k > 2 je prirodzené cislo a ¢isla a,b, c €
{O, 1,..,pF— 1}, a # 0.
Ak (i) a=0(mod p),b=1 (mod p), ¢c#0 (mod p)
(1) a=b—1(mod 4) adkp=2a
(#1) a =0 (mod 9), ac =6 (mod 9) ak p = 3,
potom generdtor

X, = aXfl_l +bX,_1+c (mod pk) ,n=1,2 ..

md mazimdlnu periddu p* pre kazdé X, € {O, 1,..,pk— 1} .
Tvrdenie 3.1.13 Nech m > 5 je prvocislo a nech pre kazdé x € T, je x~*
jeho multiplikativna inverzia v S, (definujeme 0~1 = 0). Dalej nech a,b € Fpm
st také, Ze ab# 0 a f(x) = 22 — bz — a je primitivny polynom nad . Potom
generator

X, =aX ' +b(mod m), n=1,2,...

ma plni periddu m pre kazdé Xo € Fm.
7 praktického hladiska maju nelinedrne generatory urcité prednosti i nedos-

tatky vzhladom k linedrnym, preto sa neda dat jednoznacéné odporucanie, ktoré
pouzivat. Dalsie informacie vid [5].

3.2 Ostatné rozdelenia
Existuja niekolko vSeobecnych metdd pre generovanie nahodnych ¢isel z Tubovol-
ného rozdelenia a vela Specidlnych uréenych na generovanie jedného konkrétneho

rozdelenia (resp. rodiny rozdeleni). My najprv spomenieme tri vSeobecné me-
tody:
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3.2.1 Metdda inverznej transformacie

Veta 3.2.1 Nech F (z) je distribucnd funkcia, F~* (y) = sup {z; F (z) <y}
z€(051)

aY ~ R(0;1). Potom ndhodnd velicina X = F~1(Y) md rozdelenie s distri-

bucnou funkciou F (x).

Dékaz. Najprv dokézeme, ze F (z) <y <z < F~1(y).

‘ST F(r)<y=aze{n F)<yl=>a<F ()

‘e <Fl(y)=Ve>032.: F ()Sy/\ cte>Fl(y=>a-¢e<
Fly)—e<az.=F(r—¢e)<F(x.) < )<y

=
>

y = F(z
Cize P(X >2) =P (F~'(Y) > z) = P(Y > F(2)), o vzhladom k skuto-

¢nosti, ze Y ~ R(0;1), jerovné 1 — F (x). m
Priklad: Distribu¢na funkcia Weibullovho rozdelenia W (A, ¢) je
F(z)=1-e " 2>0,1>0.

Lahko sa ukdzZe, Ze inverznd funkcia je

Py = (- )]t

Ak teda méme postupnost Yy, Y7, ... ~ R(0;1), potom
1 1
X, = 3 [FIn(1-Y,)]c ~W(\c).

Pri mnohych délezitych rozdeleniach vsak nevieme kvantilovt funkciu expli-
citne vyjadrif resp. efektivne vyratat. To je hlavny nedostatok tejto metddy.

3.2.2 Zamietacia metoda

Princip tejto metédy spociva v tom, ze generujeme body s rovnomernym rozde-
lenim v nejakom obdlzniku obsahujticom graf ziadanej hustoty pravdepodobnos-
ti a tie, ktoré nepadnti pod graf hustoty, zamietneme. X-ova stiradnica zvysnych
bodov ma Zelané rozdelenie.

Veta 3.2.2 Nech pre hustotu pravdepodobnosti f(x) plati, Ze f(x) = 0 pre
x ¢ {(a;b) a f(x) < ¢ pre x € {(a;b). NechY ~ R(a;b) a Z ~ R(0;¢) si
nezavislé NV. Potom NV X =Y za podmienky, Ze f(Y) > Z md rozdelenie s
hustotou f (z).

Dokaz. Je

P(Y <z, f(Y)>2)

P(X<z)=PY <z|f(Y)>2)= P(f(Y)Z)Z)
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famietacia metoda

Pre pravdepodobnost v menovateli plati

) ) ) b f(y)
vwzz= [ g s [ [ iy
f(y)== a 0
y€e(a;b), z€(0;c)
1 / 1
c(b—a)/ J () dy c(b—a)
Podobne pre ditatela plati
. z f(v) 1 z
>7)=—— N _
PV <o f()22)= s | [ dzty= s [ rw)ay
a O a
F(x)
clb—a)’

kde F' (z) je distribuénd funkcia prislichajica k hustote f (z).
Z toho zrejme

Algoritmus teda vyzera takto:
1. Generujeme nezavislé veli¢iny Uy, Us ~ R (0;1).

2. Definujeme Y = a+ Uy (b — a), Z = cUs.
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3. Ak f(Y) > Z, potom polozime X =Y ind¢ dvojicu Uy, Us zamietneme.

Hlavnymi problémami tejto metddy st predpoklad o konecCnosti nosica a
obvykle nizka efektivnost (navySe ndhodne kolisajica). Problémom moze byt
aj predpoklad ohranicenosti hustoty.

Efektivnost generatora vo vSeobecnosti definujeme ako prevritent hodnotu
strednej doby potrebnej na vygenerovanie jedného ¢isla.V pripade zamietacej
metddy definujeme este iny druh efektivnosti (s predchddzajicim zrejme spoje-
ny) vztahom

pocet nezamietnutych dvojic

E
pocet vsetkych dvojic

¢o je ndhodné cislo so strednou hodnotou

plocha pod hustotou 1 . .
= , = = P (dvojicu nezamietneme) .
plocha obdlzZnika c(b—a)

Ey

Napriek tomu v8ak zamietacia metéda moze byt niekedy rychlejsia (a teda
efektivnejsia vo vSeobecnom zmysle) ako metdda inverznej transformécie, ak je
prislusna transformécia vypoctovo dostatocne zlozita.

Efektivita zamietacej metddy sa dé zlepsit, ak vieme Tahko generovat ndhod-
né cisla s hustotou, ktord dominuje f () na celom intervale, kde je nenulova.
Nasledujica veta dava teoreticky zaklad zovseobecnenej zamietacej metddy:

Veta 3.2.3 Nech NV'Y md rozdelenie s hustotou g (x) a nech pre hustotu f (x)
existuje takd konstanta ¢, Ze f(x) < c.g(x) Vx. Nech podmienené rozdelenie
NV Z pri danom Y je R(0;c.g(Y)). Potom NV X =Y za podmienky, Ze
Z < f(Y) md rozdelenie s hustotou f (x).

Dokaz. Plati

P <z, [(Y)>2)
P(f(Y)=2)

Zrejme pre podmienent hustotu Z za podmienky Y plati hz |y (2]y) =

)0 2 € (0sc.g(y)). Potom hz,y (2,y) = hzy (2]y) - g(y) = ; na G =

{(y,2); 0<z<ecg(y)}. Vzhladom k skutocnosti, ze z < f(y) < c.g(y), je
teda

PX<a)=P(Y <z|f(Y)>2) =

) ) +oo f(¥) ) +o0 1
ruwz2) = [[tew= [ [ a1 [ rwia-:;
C C C C
fy)>= —o0 —o0
(y,2)€G
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podobne v citateli plati

1 1
P(Y<z, f(Y)>Z)= // —dzdy:—/ / dzdy =
c c
f)=z, y<z —o 0

(y,2)€G

—%/f(y)dy—Fix ,

kde F (z) je distribu¢nd funkcia prislichajica k hustote f (z). Z toho zrejme

~—

Flz)

P(X<zx) = c=F(x) .

Tato modifikacia nahradzuje predpoklad konecnosti nosica predpokladom
existencie majorantného rozdelenia (az na nasobok), ktoré vieme efektivne ge-
nerovat!. Algoritmus je teda nasledujici:

1. Generujeme ndhodné ¢islo Y z rozdelenia s hustotou g ().
2. Generujeme ndhodné ¢islo Z z R (0;c.g (Y)).
3. Ak f(Y) > Z, potom polozime X = Y’; ind¢ dvojicu Y, Z zamietneme.

Zakladné zamietacia metéda sa niekedy pouziva aj pre rozdelenia s nekone-
¢nym nosicom tak, ze sa obmedzime na konecny interval, ktorého pravdepodob-
nost je takmer 1.

3.2.3 Podielova metdéda

Myslienkovo vychadza zo zamietacej metddy; v mnohych situaciach je vsak vy-
pocétovo menej naroéné. Casto sa pouziva pre generovanie diskrétnych rozdeleni.

Veta 3.2.4 Nech G = {(y,z) 0<y<,/f (a—l— bi)}, kde f(x) je hustota

pravdepodobnosti, a € R, b > 0. Nech (Y,Z) md rovnomerné rozdelenie na
Z
ohranicenej mnozine H O G. Polozme W = a + b?; potom NV X =W za
podmienky, ze Y2 < f (W), md rozdelenie s hustotou f(z).
Dokaz. Zdruzené podmienené rozdelenie (Y, Z) na G je rovnomerné s hus-

totou 1
g\y,z) = 7> yazeG
)= g v:2)

1V zékladnej metéde je nim vlastne R(0;1).
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Vsetky dalsie hustoty budi teda podmienené, za podmienky (Y, Z) € G. Ozna-
¢me V = Y?; potom inverzné zobrazenie k ¢ : (Y, Z) — (V, W) je zrejme

() ()

Jeho Jakobian je

1 0
D, =| 2V -
TO| Weoa VT )
20V/V b
Zdruzend hustota (V, W) potom je
1
h(vaw):ma OSUSf(w), weR
a hustota rozdelenia W je
fw) ) £ (w)
w
dy = 2~ = R
wia W= g W) we
0
kedze
+o0 f(w) +00f( ) )
w
/ / (v, w) dv duw 2% |G[ " T 2G|
—o00 0 —o0
]
Maximélne hodnoty sturadnic dosahuje uvazovany utvar zrejme na svojej
hranici y = 4/ f (a—i—b%) (pre y > 0). Polozme t = a + b2 Zrejme musi
’ Y
t— t—
platit y € <0;sup \/f(t)> = (0;y*). Kedze z = bay = ba f(t), musi
t— t—
byt z € <inf a f(t);sup a f(t)> = (z.;2"). Vidsinou sa preto za

mnozinu H berie obdlznik (0;y*) x (24; 2*). Aby tento obdiznik bol ohrani¢eny,
musi byt funkcia 2 f (t) integrovatelnd. Algoritmus potom vyzera nasledovne:

1. Generujeme nezavislé ndhodné ¢isla Y ~ R (0;y*) a Z ~ R (z.;2*).
2. Definujeme W = a + b%.

3. Ak Y2 < f (W), polozime X = W, in¢ dvojicu (Y, Z) zamietneme.
Strednd hodnota efektivnosti tohto generatora je zrejme

G 1

Najcastejsie sa pouzivaju hodnoty @ = 0 a b = 1. Podielovd metdéda dava
obvykle rychlejsie generatory ako zamietacia metdda; pri zakladnej variante
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vdaka obvykle vyssej efektivnosti a pri zovSeobecnenej variante vdaka tomu, ze
nepotrebujeme generovat iné rozdelenie ako rovnomerné. Efektivnost metédy sa
dé zvysit zmenou tvaru pokryvajicej mnoziny H; treba ale starostlivo uvazit,
Ci Cas strateny generovanim rovnomerného rozdelenia na zlozitejSej mnozine
neprevysi zisk zo zvysenia efektivnosti.

3.2.4 Kompozi¢na metoda

V zasade je urcend pre generovanie nadhodnych c¢isel zo zmesi rozdeleni; tato
trieda rozdeleni je vSak dost Siroka.

Veta 3.2.5 Nech H (y) je distribuénd funkcia a {g, (z)} systém hustot pravde-
podobnosti zavislych od parametra y. Nech NV'Y mda rozdelenie s distribucnou
funkciou H (y) a nech podmienené rozdelenie NV X pri danom Y ma hustotu

gy . Potom NV X md rozdelenie s hustotou f (x f gy () dH (y).

Doékaz. Zrejme

+oo x
P(X<x):/PX<x|Y—y ) dH (y //gy ) dzdH (y) =
xr oo
://gy ) dH (y dz—/f

Priklad: Nech

x):Zanx" pre x € (0;1), kde a,, > 0 Vn

=0 inac
Kedze
1
an
d =
/ flw)de = n +1
3 =0
je {f—jl} rozdelenie pravdepodobnosti. Je teda
fla) = i (ot 1)a”
nt 1

kde g, (z) = (n+ 1) 2™ je hustota pravdepodobnosti na intervale (0;1).
Z toho vyplyva algoritmus generovania ¢isel s rozdelenim f(x):
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1. Generujeme ndhodné ¢islo N s rozdelenim {;—fl }
2. Generujeme néhodné ¢islo X s rozdelenim s hustotou gy (z).

Pretoze Gy (z) = 2Vt 2z € (0;1), je Gy (y) = yﬁ, y € (0;1).
Podla metddy inverznej transformaécie teda plati

Y ~R(0;1) = Y™ ~gy

3.3 Speciilne metédy

V tejto podkapitole spomenieme niektoré Specidlne metédy pre generovanie né-
hodnych ¢isel z rozdeleni dolezitych pre praktické aplikacie. Nerobime si pritom
narok na tplnost.

3.3.1 Normalne rozdelenie

Veta 3.3.1 Nech Uy, Us st nezdvislé NV s rozdelenim R (0;1). Potom

X1 =+v—2InUssin (27U2) a Xo=+/—2InUj cos(27Us)
st nezdvislé NV s rozdelenim N (0;1).

Dokaz. Mame zobrazenie

(U X1 12 2.
t.(U2>—>(X2> z (0;1)° na R%;

inverzné zobrazenie je zrejme
1 2 2
( X e )
T — .
X L X1
2 57 arctan e

_Xje (XHXE) _x e 3(XTHXD)

Jeho Jakobian je

De=1 1 _x, 10X =
2 X7+X3 2 X7+X3
2 2
Sl eaexy (AL X )L a(xe)
2 X12 + X22 X12 + X22 2T

Zdruzend hustota (X1, X2) potom je

1
g(@1,22) = f (7 (21,22)) Dy (wr,02)| = 1 5= 2OTFXE) 0 (a, 20) € B2,

Zrejme plati g (z1,22) = ¢ (z1) - ¢ (22), kde ¢ () je hustota N (0;1), z ¢oho
vyplyva tvrdenie. m
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Ak pouzijeme tuto vetu na generovanie norméalnych ndhodnych ¢isel s vyuzi-
tim jediného generatora R (0;1), bude medzi po sebe idicimi ¢islami dost silna
zavislost (vSetky generované body (X;, X;+1) budu lezat na $pirale). Je preto
lepsie pouzivat dva nezavislé R (0;1) generéatory, napr.

1/z+1 =50, (mod 235) a 7/1/+1 = 131U, (mod 235).

3.3.2 (Gama a beta rozdelenie

Veta 3.3.2 Nech o > 0, p € N a Uy,..U, su nezdvislé NV s rozdelenim
R(0;1). Potom NV

12
X=—)>» InU;
- ; n (Us)

md rozdelenie I' (a, p) .

Dékaz. Definujme Z; = —+ In (U;) . Kedze U; = e~®%, hustota Z; je

(03
g(z) =ae™*, 2> 0,

¢ize Z; ~ Fap(a) = T'(a, 1) a Z; st nezdvislé. Stacéi teda dokdzat, ze stcet
nezavislych I' NV m4 opét I' rozdelenie s prislusnymi parametrami. Nech Y7 ~
(o, p) a Ya ~ T(a, q) st nezavislé NV. Potom zdruzend hustota (Y7,Y2) je

1 1
h _ p,.p—1_—az q,q9—1_—ay
(z,9) F(p)ozx e F(q)ay e~ xy>0

a podla vety o konvolicii pre hustotu stacétu Y7 + Y5 plati

f(z) 7Oh( ) d / bt ( Ji~1 gmala—u) g
z) = u,x —u) du = | ——————uP e T —u e u =
I'(p)T (q)
0 0
f aPta - substittcia: % = z
— —ax, p—1 _ qg—1 _ Z
_/F(p)F(Q)e " (z =) du {U—xz, du =z dz }
p+q ;
o}
= —az [ .ptq=2,p=1 (1 _ )4 1 rdy —
TGIT(9) / -2
aPta aPta
———  apta-lo-azp p.q) = xp-l—q—le—am,
I'(p)T(q) (P ) T (p+q)

P
¢o je hustota I'(a, p + ¢). Indukciou teda dostaneme 3 I'(o,1) =T'(a,p). =
i=1
Kedze vypocet logaritmu je ¢asovo naro¢ny, v praxi sa rata podla vzorca

1 p
X=-=In (1:[1U>
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Veta 3.3.3 Necha >0,p€ (0;1) aY ~ B(p,1—p) a Z ~T(1,1) st nezdvislé
NV. Potom 1
X=-YZ
«

md rozdelenie T'(a, p).

Dokaz. Mame zobrazenie
Y Yz . . 2
t.(Z)—><Z ) z (0;1) x (0;00) na (0;00)7;

inverzné zobrazenie je zrejme

T: ( )Z( ) — ( CZY% ) a jeho Jakobian je D, = g% 1—04% ‘:%.
KedZze zdruzend hustota (Y, Z) je
M2 = 5y (1= y) e ye1), 230,
B(p,1-p)
pre zdruzent hustota (X, Z) plati
g(z,z)=h (a%,z) |D; (x,2)| = m (%)Pﬂ (1 - a%)fp e % . %,

kde x > 0, 2 > 0, axr < z. Potom X m& hustotu

oo oo

0= [oteiee [ty (27 (-o2) "t

0

B aPgP~t (2 — az) P e dz = substiticia: -
~ ) B(p,1—p) ]l z=utax,dz=du |

[e%4
oo

D pp—1 D p—1
= / YT yrpeuawgy = YT -aap (1-p)=
B(p,1-p) B(p,1-p)
aP
= 2P~ lem % 1 >0,
I'(p)

¢o je hustota I'(or,p). ®

Ak teda mame p € R, mozeme ho rozlozit na celt a zlomkovu ¢ast, p =
[p] + {p}, vygenerovat nezavislé NV s rozdelenim I'(«, [p]) a T'(«, {p}) a vyuzit
skuto¢nost, ze I'(a, p) = T'(av, [p]) + T'(e, {p}). K tplnosti algoritmu nam vsak
este chyba generator B-rozdelenia.

Veta 3.3.4 Nech Y, Z si nezdvislé R(0;1) NV, p,q > 0. Potom NV
v
P
X = L 1
Yv  Za
za podmienky, Ze Y# + Za < 1 md rozdelenie B (p,q) -
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Dokaz. Mame zobrazenie

t: ( }Z/ ) — < 5{) kde T=Y7? + Z1, z (0:1)% na (0;1) x (0;2);

k nemu inverzné zobrazenie je
XN TPXY
\7r Ti(1-X)? )

pXpP=lTP pXPTr—1
—q(1=X)"' 77 g(1-X)"T!
—pgXP 11— X))t (1 - X + X)) =
= pgXP' (1 - X)) vt

Je teda

DT_‘

a zdruzena hustota (X, T) je

gz, t)=1-pgzP~ ' (1 — ) " ?ta= 2 € (0;1), t € (0;2).

Potom
1 1
PT<1) //pq:c” L1 — ) el e dt =
0 0
1
- _ _ q
= [ar (1 -2)! da?/pqt”” Ydt = B(p,q) —— ,
/ p+q
0 0
a

1
P(X<z,T<1)= /pqup L —w) ™t ertat gy dt =
0

Tt —s T

1
up_l (1—u)! du/pqtp+q—1 dt =
0

_ P (1— u)q_l du.

p+q

0

Z toho vyplyva, ze
P(X<z,T<1) 1 j » .
P(X<z|T<1)= . = w1 —w)" " du =
( | ) P(T <1) B(p,q)o (1=
= IB (z;p,q)
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¢o je distribuéné funkcia rozdelenia B (p,q). =

Nevyhodou tejto metddy je, ze pre velké hodnoty p, g je pravdepodobnost
splnenia podmienky 7" < 1 velmi mald. To znamend, Ze jej efektivnost s ras-
tacimi hodnotami p, g rychlo klesd. Pre generovanie doplnku I'-rozdelenia, kde
p=1—q € (0;1), je vak vyhovujica.

Pokial st p,q € N, moézeme naopak generovat B-rozdelenie pomocou I'-
rozdelenia.

Veta 3.3.5 Nech p,q € N, a nechV ~T (1,p) a W ~T (1,q) st nezdvislé NV.
Potom

md rozdelenie B (p,q) .

Dokaz. Mame zobrazenie

t: ( ;/ ) — ( ?) kde T =V + W, z (0;00)> na (0;1) x (0;00);

k nemu inverzné zobrazenie je

(X _ XT
AT (1-X)T )
Pre jeho Jakobian plati

D, =

’T X ‘:T(l—X)—FTX:T;

-T (1-X)
zdruzend hustota (X, T) teda je

g(x,t) =h(xt,(1 —z)t)|D; (x,t)| =
1

= L T p—1 efzt L — q—1 e,(l,x)t o
" @ (-2 t
N mxm (1— )" wtale=t 2 € (0;1), t>0.

Hustota X potom je

_ r 1 xp—l — q—1,p q—le—t _
“”‘Jr@r@ o e

_Tlp+a)
I'(p)T (q)

¢o je hustota rozdelenia B (p,q). =

Pre generovanie gama a beta rozdelenia sa ¢asto pouzivaju aj Specidlne upra-
vené kombindcie vieobecnych metdd (metédy inverznej transformaécie, zamieta-
cej metddy, kompoziénej metédy a podielovej metddy).

PP 1—2), 2 e (0:1),
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3.3.3 Rozdelenia suvisiace s normalnym

Pre rozdelenie x? si sta¢i uvedomit, ze

n

1
Xi =T <57 g) alebo x% =>" (N (0 1))2 .
1

Prvéa moznost je vyrazne lepsia, kedze v druhom pripade velmi zélezi na nezéa-
vislosti ¢lenov sactu.

Podobne N(01
tn = M\/ﬁ
N

Tato Statistika je robustnd na poruSenie normality, ale extrémne citlivd na
porusenie nezavislosti ¢itatela a menovatela. Treba preto pouzivat na ich gene-
rovanie rozne generatory. Castejsie sa vak na generovanie t-rozdelenia pouziva
kombinacia zovseobecnenej zamietacej a podielovej metddy. Dominujica hus-

-2
tota pre zamietaciu metédu je hustota t3 (z) = ﬁg (1 + ””—32) , pre ktort je
potrebny koeficient ¢ = %, / 32—’;, aby dominovala Iubovolna

n+1

= L (1,2

Rozdelenie t3 sa pritom generuje podielovou metédou s parametrami a = 0,
b=3
Pre F-rozdelenie plati
Fn m

)

_ X ™

== .
Xm T

Opiit treba dat velky pozor na nezévislost ¢itatela a menovatela, t.j. pou-

zit pre ne rozne generatory. Jednoduchs$ie je vSak generovanie pomocou beta-
rozdelenia:

Veta 3.3.6 NechY ~ B (%, %) . Potom NV

ny
X=——
m(l-Y)

md rozdelenie F (m,n).

Dokaz. Hustota rozdelenia B (%, %) je

L") woy n
2yl 1y D -1, ye (1),
r(z)r(3) 2
Inverznd transformacia k ¢ : Y — X € (0; +00) je
mX
X =Y =—0——.
’ - mX +n
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Jej derivacia je

D. - mn .
(mX +n)
hustota NV X je teda
o) = l—‘(%) < ma >%1<1_ ma >%1 mn B
_F(%)F(%) mx+n mr+n (max 4+ n) B
L)
= — M2 N2 (mx+n) 2 =
r(3)r(s)
F(mTJrn) myz m_j -t
— T2 14+ —=x ,
rayeey () 2 F ()

¢o je hustota rozdelenia F' (m,n). m
Jednoducho vieme generovat aj log-normélne rozdelenie pomocou transfor-
macie
LN (u,02) = exp (N (u,oQ)) .
3.3.4 Nahodné permutacie

Niekedy potrebujeme generovat ndhodné permutacie. Kedze priestor vSetkych
permutécii rddu n je pomerne zlozity a rozsiahly, nie je to celkom trividlna
uloha. Pre nenaroc¢né aplikacie ¢asto postaci nasledujica pribliznd metdda,
ktora je vypoc¢tovo velmi jednoducha:

1. Vlozime 1 — P (1),...,n — P(n)

2. V cykle pre i = 1,...n vygenerujeme nahodné ¢islo X ~ R(1,...n) a za-
menime obsahy P (i) a P (X).

Presna metdda je zalozena na nasledujtcej vete:

Veta 3.3.7 (Marshall Hall) Nech b = (bo,b1,...,bn—1) je permutdcia cisel
0,1,..., n—1. Nech aj, oznacuje pocet tych b;, ktoré v postupnosti by, b1, ..., b,—1
nasleduji za k a su mensie ako k, k =1,...,n — 1. Potom

f (b) =al'+a2'+...+a,—1 (n _ 1)!

je vzajommne jednoznacné zobrazenie mmnoZiny vsetkych permutdcii na mnoZinu
celjeh ¢isel 0,1, ...,n! — 1.

Dokaz. Zrejme minimum dosiahne funkcia f(b) pre b = (0,1,....n — 1),
kde vSetky ar = 0; je teda mbin f(b) = 0. Maximum této funkcia dosiahne pre

b=(n—-1,n-2,..0), kde plati ax = k Vk, ¢ize
m;;ixf(b)z1-1!+2-2!+...+(n—1)-(n—l)!z

=nl—-n-D+m-1)-mn-2)+..+2l—1l=nl-1.
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Funkcia f teda zobrazuje mnozinu vSetkych permutécii rddu n (ktord mé n!
prvkov) do mnoziny celych ¢isel medzi 0 a n! — 1. Predpokladajme, ze tato
funkcia nie je prostd, t.j. Ze existuja permutécie by # by také, ze f (b1) = f (b2) .
Z toho vyplyva, ze musi existovat ng € {0,...n! — 1} také, ze f (b) # no Vb.

Z Euklidovho algoritmu pre delenie vyplyva, ze 3! a,,—1,7r,_1 také, Ze

ng = an—1(n—+r,_1,
kde 0 < r,—1 < (n — 1)!. Naviac z nerovnosti ng < n!—1 vyplyva a,,—1 <n—1.
Podobne pre r,_1 3! ay_2,r,_o také, Ze
Tn1=Gn-2(n—2) 47, o,
kde 0 <70 < (n—2)!, ap—2 <n—2,atd., az pre o 3! a1 také, ze
ro = a1l +0,

kde a; < 1. Ziskali sme teda &isla ay—1, ..., a1, a; < j Vj (uvedomme si, ze ¢isla
a; musia mat tuto vlastnost vzhladom k sposobu ich definicie) také, ze

n—1 )
no= Y, a;jl.
j=1
Naviac plati
k=1
Vk Y a; il <kl
j=1

lebo vyrok zrejme plati pre k =2 a

k k—1
Sajjl= S a; ' +ap k! <Kl 4+ k-k = (k+1)!.
j=1 j=1

Predpokladajme, ze existuju dva rézne rozklady {a,}, {c;} ¢isla ng s tymi-
to vlastnostami. Nech jo je najvicsi index taky, ze aj, # c¢j, (bez ujmy na
v8eobecnosti nech aj, < ¢j,). Potom musi byt

Jo ) Jo )
Y a0t = 3¢,
j=1 j=1

lebo vyssie ¢leny st rovnaké. Z toho ale vyplyva, ze

j071 . .
(aj —¢j) 31 = (¢j, — ajy) Jo!
=1 £0 ,

< Jo! > jo!

¢o je spor. Pre dané ng teda existuje jedina (n — 1)-tica ¢isel ap—1, ..., a1, aj <
J Vi taka, ze
n—1
no= Y, a;jl.
i=1
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Ukézeme, Ze k nej existuje permutacia b takd, ze ¢isla {a;} maja vyssie uvedeny
vyznam. Tato permutécia budeme konstruovat postupne od mensich ¢isel k
VACSIm:

| 1 ...0,1savporadil,0
“=Y 0 ...0,1stv poradi0,1

(teda 1 ddme na prvi alebo druhi poziciu podla hodnoty a1, vo vSeobecnosti
na (2 — ap)-ta poziciu),

2 ...0,1,2 st v poradi 2,1,0 alebo 2,0, 1
as = 1 ...0,1,2 st v poradi 1,2,0 alebo 0,2,1
0 ...0,1,2sa v poradi 1,0, 2 alebo 0,1, 2

(teda 2 dame na prvd, druhi alebo tretiu poziciu podla hodnoty as, vo vSe-

obecnosti na (3 — az)-ta poziciu), atd. V k-tom kroku teda zaradime ¢islo k na

(k 4+ 1 — ax)-t4 poziciu v postupnosti; je zrejmé, ze takto vznikne permutécia

Gisel 0,1,...,n — 1, v ktorej budi mat ¢isla ay horeuvedeny vyznam. m
Algoritmus generovania je teda nasledujuci:

1. Generujeme N ~ R(0,1,...,n! —1).

n—1
2. Najdeme koeficienty a; rozkladu N = )" a; j! s danymi vlastnostami.

j=1

3. Na zaklade ¢isel {a;} vytvorime permutéciu b spdsobom uvedenym v dé-
kaze.

Dalsie informécie je mozné najst napr. v [9].
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Kapitola 4
Vyuzitie nahodnych cisel

4.1 Simulacie

Nahodné ¢isla sa v Statistike vyuzivaja velmi ¢asto. Typickd je najmi situécia,
ked mame nejaka Statistiku, ktorej rozdelenie je nezndme, ale my ho aspor
Glastoéne potrebujeme poznat. Vtedy mozeme opakovane generovat nahodné
vybery z prislusného zékladného rozdelenia, vypocitat dant Statistiku a z jej
mnohych realizacii vypoc¢itat empirické rozdelenie. Pritom niekedy nas mézu
zaujimat iba niektoré charakteristiky (napr. rozptyl), niekedy celé rozdelenie.

Definicia 4.1.1 Nech X1, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia s distribucnou
Junkciou F(x). Ak X1y < X2y < ... < X(p) je tomu zodpovedagiici usporiadany
ndhodny vijber, potom definujeme empiricki distribucni funkciu vztahom

0 ak < X(l)
F, () = ak X(T) <z < X(k+l) a X(r—l) < X(T) =..= X(k) < X(k-i—l)
ak X(n) <z

— 3|

Funkcia F), (x) teda udéva podiel pozorovani vo vybere, ktoré si mensie ako
x. Pre pevné z je F, () NV nadobtdajtca hodnoty 0, %, ..., 1. Kedze pravde-
podobnost, Ze jednotlivé pozorovanie bude mensie ako z je F' (x), plati

P(m@=2)=(}) e’ a-ror*.

n

Z toho vyplyva, ze

BF @)= 25 (1) (P 0= F @) = nF @) = F o).

k:oE n
PodTa silného zdkona velkych ¢isel plati
F,(x) — F(z) si.

Plati dokonca este silnejsie tvrdenie:
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Veta 4.1.2 (Glivenko) Postupnost F, (x) konverguje k F (x) pri n — o0
rovnomerne na R skoro iste, t.j.

P<lim sup |Fn(:c)—F(x)|:0> ~1.

Takéto vypocty su potrebné najmé v nasledujtcich situaciach:

Potrebujeme mat predstavu o rozdeleni pravdepodobnosti danej Statistiky
(odhadu), ktoré napriek znalosti zdkladného rozdelenia nevieme odvodit
analyticky.

Sktimame sprévanie sa Statistiky pri poruseni predpokladov modelu. (O-
dolnost voéi poruseniu predpokladov sa nazjva robustnost.) MoZe to
byt napr. iné zédkladné rozdelenie, narusenie predpokladu nezavislosti po-
zorovani a pod.

Chceme zistit rychlost konvergencie rozdelenia danej Statistiky k znamemu
asymptotickému rozdeleniu, resp. uréit priblizny rozsah vyberu umoziu-
juci aplikdciu asymptotickych metdd s rozumnou presnostou.

Potrebujeme zistit priblizny priebeh silofunkcie daného testu atd.

Vsetky tieto situdcie maju spolo¢né to, zZe pozndme parametre simulovaného
rozdelenia.

4.2

Priblizny vypocet integralu

Vela tloh statistickych simulacii sa da formulovat ako vypocet hodnoty nejakého
(eventudlne viacrozmerného) integralu - je to napr. vypocet pravdepodobnosti,
strednej hodnoty, rozptylu a pod. My sa budeme zaoberat len najjednoduchsim
pripadom, vypoctom integralu

I:/f(x)dx
0

pre dand funkciu f (z) > 0 Vz € (0;1).

VSeobecnd metéda Ak Uy, ...,U, ~ R(0;1) st nezavislé NV, potom f (Uy),

.y [ (Uy) s tiez nezavislé NV a plati E f (U;) = I. St to teda nestran-
né odhady hodnoty I. Ich aritmeticky priemer je potom tiez nestrannym
odhadom I:
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Zamietacia metéda Nech f (z) < ¢ Va € (0;1). Generujeme ndhodné body
(U1,V1) ..., (U, V) s rovnomernym rozdelenim na (0;1) x (0;¢), t.j. U;
tvoria nadhodny vyber z R (0;1) a V; nezavisly nahodny vyber z R (0;c¢).
Definujme funkciu

1
Kedze zrejme f (z) = [ g(z,y) dy, je
0

Aplikovanim vseobecnej metédy dostaneme, ze nestrannym odhadom I je

1 n
0 = e 329 (Ui, Vo) = cf :

kde n; je pocet vygenerovanych bodov leziacich pod grafom funkcie f ().

Metéda vyberu podla dblezitosti Nech h (z) je hustota pravdepodobnosti
taka, ze h () = 0 < f (z) = 0. Potom plati

Izo/ig"gh(:v) dxzo/

kde H (z) je zodpovedajica distribu¢na funkcia. Ak mame ndhodny vyber
X1, ..., Xp z rozdelenia s distribu¢nou funkciou H (), potom nestrannym
odhadom integralu I je

~

(z)

>

()

f(Xi)
h(Xi)

Tato metéda ma za ciel vyberaf viac bodov v oblastiach, ktoré st nejakym
sposobom dolezité (napr. tam, kde sa hodnoty f prudko menia), a tym
znizit rozptyl odhadu.

1n
=Ly

Metéda stratifikovaného vyberu Je to vlastne Specidlny pripad predché-
dzajucej metédy. Cely interval (0; 1) je rozdeleny na k podintervalov bod-
mi 0 =ap < a; < ...ap = 1. Na i-tom podintervale potom generujeme
pevny pocet nl ¢isel s rovnomernym rozdelenim (na tomto podinterva-

le). Ak teda Z n; = n a Uy,...,U, je ndhodny vyber z R (0;1), potom

1=
definujeme U;; = Uy, +...4n;_,+; & nestranny odhad I zrejme je

k 1 n
;n—; (@i —ai—1) f(ai—1 + (a; — ai—1) Uyj) .
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Metdda riadiacich premennych Nech g (2) je funkcia, ktord dobre aproxi-
muje funkciu f (2) taka, ze integrél

Jz/lg(ac)d:v
0

vieme vypocitat analyticky. Zrejme

1 1
1= [g@do+ [ )~ g da.
0 0
Nestrannym odhadom I potom je
1n
05 =J + g;(f(Ui)—g(Ui)) :

kde Uy, ..., U, je ndhodny vyber z R (0;1).

Metéda antitetickych premennych Nech g () je takd funkcia, ze

1
b/g(:v)d:vz[.

Potom aj
1
JEEETC
2
0
Ak teda Uy, ...,U, ~ R(0;1) st nezavislé NV, potom nestranny odhad I
je
1 n
o= 55 (F(UD) + 9 (UD)
Ni=1

Vhodnou volbou funkcie g () mozeme vyrazne znizit rozptyl odhadu, naj-
mi vplyv prudkych zmien hodnét f. Specidlne, ak funkcia f (x) je mono-
ténna, potom funkcia g (z) = f (1 — x) spliia nase poziadavky a plati

b= 53 (U + £ (1=T1)

V takom pripade hovorime o jednoduchej symetrizacii odhadu. Zrejme je
mozné robif aj symetrizaciu na podintervaloch.

V pripade jednorozmernych integralov si klasické numerické metdédy ob-
vykle uc¢innejsie ako metédy Monte Carlo. Ich sila je hlavne vo vypocte viac-
rozmernych integralov, hoci zovseobecnenie jednotlivych metéd do viacrozmer-
ného priestoru nie je vzdy trividlne. Podrobnejsie o tychto metddach vid napr.

[3].
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4.3 Metéda opakovanych vyberov (bootstrap)

V roznych aplika¢nych tlohach sa stavalo, ze na zaklade ndhodného vyberu
bola vypoditana Statistika (napr. nejaky odhad), o rozdeleni ktorej nebolo z
principidlnych dévodov ni¢ zndme (napr. nebolo zname zdkladné rozdelenie,
alebo trieda moznych zékladnych rozdeleni bola velmi Sirokd). Napriek tomu
bolo potrebné ¢osi sa dozvediet o jej rozdeleni (napr. jej rozptyl).

Prvym pokusom riesit tato situdciu bola vynechavacia metéda (jack-
knife method):

Ak Xi,..., X, bol povodny vyber a S, (Xi,...,X,) vypocitand Statistika,
potom séria odhadov

S’n—l (X27 7Xn) ) S’n—l (Xlu X37 7Xn) PERES) S’n—l (Xlu "'7Xn—l)

zalozenych na systematicky vytvorenych podmnozinadch pévodného vyberu
(vzdy s vynechanim jedného pozorovania) umoznila skonstruovat empirické roz-
delenie Statistiky S (ale fakticky S, —1, nie S,;). Tato metédu navrhli Quenouille
a Tukey.

Neskor Bradley Efron (vid [4]) tento princip zovSeobecnil a nazval ho svoj-
pomocnou metédou (bootstrap method). My budeme pouzivat nazov
metéda opakovanych vyberov (MOV):

Nech X3, ..., X, je ndhodny vyber z neznameho rozdelenia F. Oznac¢me X =
(X1,...Xn) ax = (x1,...,2,) jeho pozorovanu realizaciu. Chceme odhadnuat
rozdelenie NV R = R (X, F') na zaklade pozorovaného vektora z.

Obvykle sa pouzivaja Statistiky dvoch druhov:

R(X,F)=tX)—0(F)

resp.
t(X) — odhad vychylenia t (X) — 0 (F)
V/odhad rozptylu t (X)

kde 6 (F') je parameter, ktory nas zaujima a t(X) jeho odhad.
Algoritmus rieSenia problému MOV je nasledujuci:

R(X,F) =

)

1. Skonstruujeme viberové rozdelenie F = F, ().

2. Pri pevnom F urobime nahodny vyber rozsahu n z ﬁ; oznacime ho X*
resp. z*. Tento vyber budeme nazyvat MOV-vyberom alebo svojpomoc-
nym vyberom.

3. Rozdelenie R (X, F') aproximujeme MOV-rozdelenim (svojpomocnym roz-
delenim) NV R* = R (X*, ﬁ) .

Vsimnime si, ze MOV-vyber nie je permutaciou x1, ..., z,, pretoze ide o vyber
s vracanim. Rozdelenie R*, ktoré by sme mali teoretlcky vediet vzdy vypoc1tat
je rovné skutocnému rozdelenlu R, ak F = F. Vzhladom ku konzistencii F
je to teda dobry odhad. MOV-rozdelenie v praxi mdézeme skonstruovat tromi
spOsobmi:
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a) Priamym teoretickym vypoctom. To sa d4 iba vo velmi jednoduchgch
situaciach.

b) Pomocou Taylorovho rozvoja vypoéitat priblizna strednt hodnotu a roz-
ptyl MOV-rozdelenia. D4 sa ukazat, ze je to $pecidlny pripad vynechévacej

metody.

¢) Monte Carlo aproximéaciou. Robime teda opakované ndhodné vybery X*
rozsahu n z F' a z ich realizacii z7, ..., xy zostrojime empirické rozdelenie
Gy (RY).

Najmi poslednd metéda by nebola myslitelnd bez pouzitia pocitacov a ge-
neratorov (pseudo)ndhodnych ¢isel.

MOV mé uz dnes vela roznych aplikdcii a modifikicii. Prirodzené je napr.
roz§irenie na dvojvyberovy problém:

Nech X = (X1,....,Xm) a Y = (Y7,...,Y,) st nezavislé ndhodné vybery z
rozdeleni F' a G. Nech z a y st pozorované hodnoty X a Y. Vyberové rozdele-
nie ndhodnej veli¢iny R ((X,Y), (F, G)) potom aproximujeme MOV-rozdelenim
R* ((X*, Yy, (ﬁ, é)) ,kde F = F,,,(z) a G = Gp(y) st empirické distribuéné

funkcie zalozené na vektoroch z, y a X*, Y* st MOV-vybery z F a G. Toto
rozdelenie sa najcastejsie aproximuje Monte Carlo simuléaciou.
Velky vyznam ma MOV aj u vSeobecnych regresnych modelov:
Nech
Yi=gi(B)+e, i=1,..,n,

kde g; st zname funkcie nezndmeho vektora parametrov 3. Nech ¢, ~ F st
nezavislé NV centrované v nule, t.j.

Ere=0 alebo Mepe=0.

Rozdelenie F' je pritom nezname.Ak sme pozorovali Y = y, odhadneme nejakou
Standardnou metédou nezndme parametre 3, napr. MNS:

3 = argmﬁinz (yi — gi (5))2 .
i=1

Zaujima nas vyberové rozdelenie B .
Definujme F' = F,(€) ako empiricki distribuéni funkciu vektora rezidui

PR n
g = (yl — g (6)) L (Uvedomme si, ze ak jednou zo zloziek vektora 3 je
i=

parameter polohy funkcii g, potom F m4 strednt hodnotu 0. Ak by to tak
nebolo a predpoklad Er e = 0 by bol potrebny, aj tak by sa posunutim F' dala

dosiahnut nulova strednd hodnota.) MOV-vyber, pri danom (B, F ) , je potom

Y;*:gi(g)—i—gr, i1=1,...,n,
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kde £* je nahodny vyber z F. Kazdé realizcia MOV-vyberu nam da novi
hodnotu ﬁ* ktora ziskame rovnakym postupom ako ﬁ, CiZe napr.

= argmlnz —gi(

Nezavislé realizéciAe 8%, .., B potom mozeme pouzif k zostrojeniu empirického
MOV-rozdelenia 5*.
V klasickom regresnom modeli je

9i (6) = I;ﬁv

kde z; je znamy vektor (obvykle s prvym prvkom rovnym 1) z R*. Matica planu
je teda

1
X=1 ..
T,
a MNS-odhad 3 je
B=(X'X)"X'Y.
Jeho varian¢na matica je
o2 (X'X)7".

Veli¢iny €f z MOV-vyberu maju strednt hodnotu 0 a rozptyl
—~ 1 AN 2
2_ - £ _ o ,
o n ; (yz 9gi (6))
Z toho vyplyva, ze pre MOV-odhad 3* = (X’X)_1 X'Y™ plati
E.B =8, var.p*=o2(X'X)".

Zhoda s klasickou tedriou je teda dobra.
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